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Capitolul 1

Structura de date trie

In acest prim capitol voi prezenta structura de date numita t¢rie, precum si
cateva aplicatii interesante ale acesteia.

Tria este o structurd de date arborescenta, usor de implementat, folosita
pentru a stoca un set (dinamic) de cuvinte intr-o manierd compacta. Din acest
motiv, putem spune ca tria este o structura de date de tip dictionar.

Avantajul principal al acesteia este complexitatea cautarii unui cuvant, care
este liniara in lungimea sa, nedepinzand deci de marimea dictionarului. De aici
si numele structurii — trie provine de la retrieval.

Vom nota cu ¥ lungimea alfabetului cu care lucram, de obicei 26 (de la
alfabetul englez).

1.1 Structura unei trie

O trie este un arbore in care fiecare nod are cel mult 3 fii — cate unul pentru
fiecare litera din alfabet. Cuvintele stocate in trie pot fi reconstituite prin citirea
caracterelor aflate pe lantul de la radacina la diverse noduri, numite frunze.

Tata mai jos o trie construita pe baza cuvintelor lac, lat, latin, lung, mare
etc. Nodurile frunza sunt marcate cu verde.



Am ales sa pun literele In noduri pentru a desena mai usor tria, insa con-
ceptual este mai bine sa va ganditi ca literele sunt asociate muchiilor. Astfel,
nu mai este nevoie sa-i asociem radacinii caracterul nul.

De remarcat ca un nod nu poate avea doi fii corespunzatori aceleiasi litere.
De asemenea, putem observa cu usurinta cum, in contextul unei trie, conceptul
de frunzd nu este acelasi cu cel de frunzd a unuwi arbore.

Astfel, orice frunza a arborelui este si frunza in trie, insa nu si invers. Nodul
corespunzator cuvantului s este frunza a triei, dar nu si a arborelui, doar atunci
cand s este prefixul unui alt cuvant ¢ din trie.

1.2 Implementare in linii mari

In aceasti sectiune ne vom axa pe implementarea clasica a triei in C++. Astfel,
vom scrie o clasa numita Trie, capabila sa efectueze operatiile de inserare,
ciutare, stergere si LCP (longest common prefix).

Cu toate acestea, merita mentionat ca, in majoritatea problemelor, functiile
insert si count sunt suficiente. De asemenea, trebuie avut in vedere ca uneori
putem avea nevoie si de functii mai putin standard, cum ar fi cea de compresie,
care apare in problema CLI.

1.2.1 Definirea clasei Trie

Momentan, clasa Trie are nevoie de doar doi membri: ¢nt (numérul de cuvinte
care se termind in nodul curent) si un vector de pointeri nezt, de lungime X,
unde nezt[i] ne spune in ce nod ne ducem dacd urmam legitura corespunzitoare
celei de-a i-a litere din alfabet. Atunci cand next[i] este nullptr, intelegem ca
nu exista tranzitie catre litera i.



class Trie {

int cnt = 0;

Trie #*next[26] = {};
};

1.2.2 Functia insert

Aceasta functie, la fel ca si urmatoarele, primeste ca parametri un string str si
pozitia curenta pos din acesta.

Functia insert insereaza recursiv cuvantul str in trie, astfel: Daca pozitia
curenta este egala cu lungimea stringului, inseamna ca ne-am terminat treaba,
asa ca incrementam cnt-ul din nodul curent si ne oprim.

Altfel, urmam muchia citre litera curenta str[pos] si continudm inserarea
din nodul urmator, incepand cu pozitia pos + 1. Inainte de aceasta, avem grija
sa cream nodul next[str[pos]], in caz ci nu existd deja.

Tata si o animatie care ilustreaza seria de inserari necesare pentru a obtine
tria de mai devreme: link.

void insert(const string& str, int pos = 0) {
if (pos == int(str.size()))

cnt++;
else {
if ('next[strlpos] - 'a'l)
next[strpos] - 'a'l = new Trie;
next[strpos] - 'a']l->insert(str, pos + 1);

1.2.3 Functia count

Functia count returneaza numarul de aparitii ale cuvantului str in trie. Pentru
a face asta, trebuie ca mai intai sa ajungem in nodul in care se termina cuvantul
dat, iar apoi sa returnam cnt-ul din acesta.

Asadar, functia count va seména foarte mult cu insert, numai ci aici, daca
nu exista tranzitie din nodul curent catre litera urmatoare, returnam 0 si ne
oprim, concluzionand ca str nu se gaseste in trie.

int count(const string& str, int pos = 0) {

if (pos == int(str.size()))
return cnt;
if ('next[strlpos] - 'a'l)
return O;
return next[str[pos] - 'a'l->count(str, pos + 1);


https://infogenius.ro/trie-xor-max/#header-3

1.2.4 Functia 1lcp

Functia lcp trebuie sa returneze lungimea celui mai lung prefix comun al lui str
cu un cuvant oarecare din trie.

Coboram in trie pand cand fie ne blocam Intr-un nod fara tranzitie catre
urmatoarea literd, fie ajungem la finalul stringului. Ce returnam de fapt este
lungimea lantului de la radacina pana la nodul in care ne oprim.

int lcp(const string& str, int pos = 0) {
if (pos == int(str.size()))
return O;
if ('next[strlpos] - 'a'l)
return 0;
return 1 + next[str[pos] - 'a'l->lcp(str, pos + 1);

1.2.5 Functia erase

Functia erase sterge din trie o aparitie a cuvantului str. Se garanteaza ca str
apare cel putin o data in trie Inainte sa-i dam erase.

Fie node nodul in care se termina cuvantul str. Pentru ca node sa poata fi
sters, trebuie ca numarul de cuvinte care se termina in subarborele cu radacina
in el sa fie exact 1, adica doar cel pe care vrem sa-l stergem — chiar str.

De exemplu, in tria de mai jos nu putem sterge nodul in care se termina
cuvantul lat, pentru ca sub el se afla frunza corespunzatoare lui latin. Altfel
spus, lat este un prefix al lui latin.

In schimb, putem sterge nodul in care se termina prim. De fapt, putem
sterge si din stramosii lui prim, mai exact pe pri si pe pr. Nodul p in schimb
nu poate fi sters, deoarece este prefix al mai multor cuvinte stocate in trie, nu
doar al lui prim.




Sa mai addugdm un membru privat la clasa Trie, notat cu lvs (de la leaves),
care sa reprezinte suma valorilor cnt ale nodurilor din subarborele nodului
curent.

Aceasta valoare poate fi mentinuta fard mari batai de cap, incrementand-
o cand vizitdm nodul curent in cadrul unei inserari si decrementand-o cand
efectuam o stergere.

Acum ca avem calculata aceasta informatie, ne este mai usor sa rezumam
ce trebuie sa facem concret in functia erase: Coboram in trie pana in nodul
in care se termina str, decrementand valorile lvs intalnite pe parcurs. Dupa ce
ajungm in node, il decrementam pe cnt si ne intoarcem in radacina pe acelasi
traseu, stergand nodurile al caror [vs a devenit 0.

void erase(const string& str, int pos = 0) {
lvs——;
if (pos == int(str.size()))
cnt-—;
else {
next [str[pos] - 'a'l->erase(str, pos + 1);
if ('next[strlpos] - 'a'l->lvs) {
delete next[str[pos] - 'a'l;
next[strpos] - 'a'l = nullptr;

1.2.6 Implementare alternativa

Exista si o implementare mai putin populara, in care nodurile sunt tinute intr-un
vector alocat dinamic, pointerii sunt de fapt indici in acest vector, iar functiile
sunt implementate iterativ.

Dezavantajul este ca aceasta metoda de stocare a nodurilor nu ne permite
sa eliberam efectiv memorie In urma unui erase. Nodurile sunt eliminate doar
conceptual, prin stergerea muchiei catre primul nod dintre radacina si node in
care lvs = 0.

1.3 Complexitate

In cazul ambelor implementri, functia insert (la fel ca si celelalte trei de mai
sus) are complexitatea O(n), unde n este lungimea stringului dat.

Partea mai putin buna este consumul relativ mare de memorie — pentru
fiecare nod retinem Y pointeri (sau indici), dintre care majoritatea nu sunt
folositi. Iar asta se reflecta in complexitatea unui DFS, care are constanta 3.



Putem reduce aceasta constanta la 1 inlocuind vectorul next cu un map. Ins,
dacé facem asta, complexitatea lui insert devine O(nlog¥). Evident, putem
scapa de log daca recurgem la un unordered map, insa pierdem posibilitatea
de a itera fiii unui nod in ordine alfabeticd — lucru uneori necesar. Alegerea
depinde asadar de problema data.

1.4 Aplicatii clasice

In cele ce urmeaza, vom discuta despre trei aplicatii simple ale triei, precum si
despre structurile de date inspirate de aceasta.

1.4.1 Sortarea unei liste de cuvinte

Mai intai, construim o trie din cuvintele date, retinand in fiecare frunza o lista
cu indicii celor care se termina in nodul respectiv. Apoi, efectuam o parcurgere
preordine a triei, afisind indicii intalniti pe parcurs.

Putem adapta algoritmul si pentru sortarea unui vector de #ntregi, inserand
in trie reprezentarile lor in baza 2 de exemplu. Chiar am obtine o complexitate
buni: O(nlogmax;{v;}). Insi, din cauza consumului mare de memorie auxiliar
si a faptului cd aceasta nu este o sortare prin comparare, poate fi considerata
impractica.

1.4.2 Functia de autocomplete

Aici ma refer la cautarea de cuvinte ce incep cu un prefix dat, adica ceea ce face
Google atunci cand ne ofera sugestii de cautare. Navigam in trie pana la nodul
in care se termina prefixul acela, dupa care enumeram frunzele din subarborele
acelui nod.

1.4.3 Cel mai lung prefix comun a doua cuvinte

Sa zicem ca avem dat un set de cuvinte si trebuie sa raspundem la multe intrebari
de forma: “Care este lungimea LCP-ului cuvintelor z si y?” Mai intai, construim
o trie peste cuvintele date. Apoi, problema se reduce la a determina adancimea
LCA-ului nodurilor in care se termina « si respectiv y.

1.4.4 Structuri de date similare

Tria este esentiala in algoritmul Aho-Corasick, care rezolva urmatoarea prob-
lema: “Dandu-se un string s si un dictionar d, sa se determine, pentru fiecare
cuvant € d, numarul sau de aparitii in sirul s.”

Totodata, tria sta la baza a doua structuri de date mai avansate, Suffix Tree
si Suffix Automaton, care ne ajuta sa rezolvam in timp liniar probleme de genul:
“Care este cea mai lunga subsecventa comuna a stringurilor s1, s, ...,5,7”


https://stackoverflow.com/questions/9452701/ukkonens-suffix-tree-algorithm-in-plain-english/9513423#9513423
https://cp-algorithms.com/string/suffix-automaton.html

1.5 Probleme

usor Trie, SETI, Ratina
mediu || Sub, A Lot of Games
dificil Xor Max, CLI

1.5.1 Problema Xor Max

Se da un vector a de n numere naturale. Sa se determine o subsecventa a sa cu
suma xor maxima. Suma xor a unei subsecvente [I,7] este a; ® aj41 D -+ D a,,
unde @ reprezinta desigur operatia xor. In caz cd existd mai multe solutii, se
va alege secventa cu r-ul minim. Daca in continuare exista mai multe solutii,
se va alege secventa de lungime minima.

Fie ps[i] = ps[1] © ps[2] @ --- @ psi] a i-a suma xor partiald a sirului a.
In particular, cum elementul neutru al operatiei xor este 0, vom considera ca
ps[0] £ 0. Din fericire, eleganta relatie

a41 D a2 ® - ® a, = psr] @ ps|l]

are loc si sub operatia xor, deoarece ps[l] @ ps[l] = 0.

Acum, trebuie si vedem ce presupune sa gasim cel mai bun indice [ pentru
un capat-dreapta fixat r. Ne uitdm la bitii lui ps[j]. Daca cel mai semnificativ
bit al sdu este x, atunci vom alege, daci se poate, ca primul bit al lui ps[i] sa
fie —x, deoarece x ® —x = 1, iar asta clar ne garanteaza o suma mai mare decat
daca am alege ca bitul curent sa fie z, caci x @z = 0.

Apoi, trecem la al doilea cel mai semnificativ bit y, iar dintre candidatii de
la pasul precedent 1i vom da la o parte, daca putem, pe cei cu al doilea bit egal
cu y. Si asa mai departe.

Acest algoritm se preteaza perfect pe o trie. Mai exact, o trie in care retinem
reprezentarile binare ale sumelor xor partiale calculate pana la pasul curent. Un
detaliu de implementare ar fi ca de fiecare data cand inseram o noua suma in trie,
va trebui ca dupa ultimul bit s punem si pozitia din vector a sumei respective.

1.5.2 Problema CLI

Se da un sir de n cuvinte si un intreg £ < n. Avem un terminal in care putem
tasta diverse cuvinte; fiecare operatie (tastarea unei noi litere sau stergerea
literei curente — backspace) se efectueaza la finalul stringului curent. S& se
determine, pentru fiecare i de la 1 la k, costul minim necesar pentru a tasta 4
cuvinte oarecare dintre cele n date. Un cuvant se considera tastat daca, la un
moment dat, stringul curent din terminal a fost identic cu acesta. La finalul
operatiilor, terminalul trebuie sa fie gol.

Intuitiv, cuvintele pe care le alegem trebuie sa aiba cat mai multe prefixe
comune, pentru a retasta (si sterge) cat mai putine cuvinte. Cum solutia este
atat de strans legata, in mod intrinsec, de ideea de prefix comun, ne gandim ca
mai Intai sa construim o trie peste cuvintele date.


https://infoarena.ro/problema/trie
https://infoarena.ro/problema/seti
https://infoarena.ro/problema/ratina
https://infoarena.ro/problema/sub
https://codeforces.com/contest/456/problem/D
https://infoarena.ro/problema/xormax
https://infoarena.ro/problema/cli

In continuare, faptul ca trebuie sa rezolvam problema pentru fiecare i din
range-ul dat ne indica ideea ca, daca alegem sa folosim programare dinamica,
unul dintre parametri poate fi numarul de cuvinte tastate. Cum deja avem tria
la dispozitie, ne gandim ca celilalt parametru poate fi un nod din aceasta.

Acum putem defini o recurenta cat de cat coerenta. In consecinta, notam
prin dp[node][i] costul necesar tastirii a ¢ cuvinte din primul moment in care
terminalul contine cuvantul corespunzator lui node pana in ultimul astfel de
moment.

Pentru a oferi mai mult context, mentionez ca, odata ce avem selectatd o
subtrie cu radacina in tria principala si care contine ¢ frunze, procedeul pentru
tastarea celor i cuvinte aferente consta pur si simplu intr-o parcurgere Euler a
subtriei.

Relatia de recurenta in sine consta in aplicarea problemei rucsacului asa
cum este ilustrat si mai jos. Nodul curent este u, iar fiii sai sunt vy, vs,...,vs.
Am notat cu f(v) numarul de cuvinte alese din subtria cu radacina in v, iar
I, € {0,1} ne indicd daca nodul u este o frunza sau nu. Asadar, relatia asupra
careia trebuie sa ne concentram in scrierea dinamicii este f(u) =L, + Y, f(v;).

fe)] )]

Complexitatea acestei solutii este O(nk?), insia nu ne garanteaza puncta-
jul maxim. Pentru acesta, trebuie sa observam ca putem calcula dinamica in
mult mai putine noduri. Mai precis, doar in frunze. Astfel, fiecare nou cuvéant
addugat (conceptual) la solutie contribuie la costul final cu distanta de la el
catre prima frunza de pe drumul de la el la radacina.

Cu alte cuvinte, ce trebuie sa facem este s& compresam tria (din nou, even-
tual, doar conceptual), astfel incat sa contind doar noduri la care se produc
bifurcatii. Acest lucru poate fi rezolvat usor printr-un DFS pe tria principala
sau chiar in timpul calcularii dinamicii.



Capitolul 2

Algoritmul KMP

In acest capitol voi prezenta algoritmul Knuth-Morris-Pratt, din perspectiva
automatelor finite. Multi profesori aleg sa nu mentioneze legatura fundamentala
intre KMP si automate, insa aceasta va fi foarte utild atunci cand vom invata
despre algoritmi mai avansati, cum ar fi Aho-Corasick. In plus, automatele ne
ofera o perspectiva vizuala mult mai clard asupra a ceea ce se Intampla.

2.1 Automate finite deterministe

Pentru a intelege cu adevarat ideea din spatele algoritmului KMP, trebuie mai
intai sa intelegem conceptul de automat finit determinist — un mecanism pentru
recunoasterea limbajelor de diverse tipuri.

2.1.1 Definitie

Formal, un automat finit determinist este un tuplu (Q, X, 9, go, F'), unde @ este
multimea de stari, 3 este alfabetul de intrare, d : Q x 3 ~» @ este functia de
tranzitie, qo este starea initiala, iar I’ C @ este multimea starilor finale.

Q =1{q0,q1,q2}

2 ={o0,1}

6 = {(q0,0) = q1,(qo, 1) = g2}
U{(g2,0) = g2, (g2, 1) — g2}

qo = 4o

F={q1,q}

Pentru o intuitie mai bund, unui automat i putem asocia un (multi)graf
orientat. Multimea sa de noduri este @, iar pentru fiecare relatie §(g;, ¢) = ¢;
putem construi o muchie (g;, g;) cu eticheta c.

10



2.1.2 Algoritmul de recunoastere

Rolul unui automat este sa ne spuna daca un cuvant peste alfabetul X, primit
ca input, urmeaza un anumit pattern. Algoritmul pentru recunoasterea unui
cuvant s este foarte simplu: Se porneste din gy si se citeste pe rand cate un
caracter ¢ din s. La fiecare pas, ne deplasam din starea curenta urmand tranzitia
cu caracterul ¢. Adicd, din ¢; mergem in §(g;, ¢).

Daca functia ¢ nu este definita in (g;, ¢), Inseamnd cd ne-am blocat in starea
¢; 1nainte sa procesam tot inputul, asa ca rejectam cuvantul. In schimb, daca
am ajuns la sfarsitul inputului si ne aflam intr-o stare finala, acceptam cuvantul
si ne oprim.

accept | 10010 | ¢o N q2 LN Q2 LN q2 EN q2 SN @ €F

reject | 011 qo LN Q N

Daca un automat contine doua tranzitii din aceeasi stare, cu aceeasi litera,
atunci acesta devine nedeterminist, pentru ca, in timpul evaluarii unui anumit
cuvant, nu va sti ce tranzitie sa urmeze din acea stare.

2.1.3 Exemple

Automatul de mai sus recunoaste cuvintele ce reprezinta numere scrise in baza 2.
Intai verificd cu ce cifrd incep acestea. Daci incep cu 0, avem grija ca lungimea
lor s& nu depaseasca 1. In caz contrar, pot fi urmate de zero, una sau mai multe
cifre, indiferent de valoarea lor.

11



Un alt exemplu este automatul de mai sus. Acesta recunoaste cuvintele de
forma ab®*~1c, cu k > 1, deoarece orice drum care duce la acceptarea inputului
are forma

a b b b b b b 4
go — 41 — q2 = q1 — q2 — -+ — q1 — q2 — (3.

de k>1 ori q11>q2

2.2 DMotivatie

Problema pe care dorim sa o rezolvam este cea in care primim doud stringuri s
(numit text) si t (numit pattern) si ni se cere sa determindm toate aparitiile lui
t in s. Algoritmul KMP ne oferd o solutie in timp liniar, mai precis O(|s| + [t]),
dar mai intai vom analiza cum putem ajunge aici pornind de la solutia naiva.

Aceasta presupune, evident, si ludm fiecare pozitie de la 0 la |s| — |¢| si s&
verificam daca aceasta reprezinta startul vreunui match cu t. Complexitatea
este, desigur, O(|s] - |t]).

Testarea unei singure pozitii ca inceput de match este foarte costisitoare,
insa, la o analiza mai atentd, ne dam seama cd multe comparatii efectuate in
cadrul ei ne pot ajuta si mai tarziu.

Spre exemplu, daca s = abcdabce si t = abcdab, dupa ce am testat prima
pozitie si am gisit un match, putem observa dou# lucruri. In primul rand, este
clar ca putem sari peste urmatoarele trei pozitii, pentru ca nu ne ofera match
nici macar la prima litera. In al doilea rand, putem spune din prima ca primele
doua litere de la urmatoarea pozitie fac match, deoarece le-am comparat deja,
la Inceput. Asadar, am sarit peste cinci comparatii!

Problema consta in formalizarea acestei idei. Deci, daca ne-am blocat dupa
ce am facut match la primele i litere din pattern, ne intereseaza sa stim care este
cel mai lung sufix propriu (diferit de el insusi) al lui ¢[0,4) care este totodata
prefix al lui t. Vom considera ca acest sufix din s este noul inceput al match-ului
curent. In cazul de mai sus, sufixul respectiv este ab.

2.3 Functiam

Asadar, avem nevoie ca pentru fiecare i € {0,1,...,]t| — 1} s cunoastem
lungimea maximéd a unui sufix propriu al lui ¢[0,¢] care este si sufix al siu
(si implicit al lui t). Aceastd valoare se noteaza de obicei cu 7 (), iar functia 7
se mai numeste functie prefiz sau fail. Iata un exemplu:

12



2.4 Automatul KMP

Inainte s& ajungem la calculul eficient al functiei 7, vom discuta putin despre
structura automatului asociat acesteia, care ne va ajuta sa deducem mai usor
algoritmul.

Avem cate o stare g; pentru fiecare pozitie ¢ din pattern, cu semnificatia ca,
daca ne aflam in starea ¢;, atunci am facut match la primele 7 caractere din ¢.
Tranzitiile initiale sunt de forma 6(g;, t[f]) = ¢;+1. Desigur, singura stare finala
este gy

Restul tranzitiilor sunt generate de functia 7. Astfel, 7(: — 1) = j se traduce
prin 6(g;,€) = ¢;, unde € reprezinta stringul vid. In timpul parsarii inputului,
tranzitiile cu € vor fi urmate doar atunci cand nu avem tranzitie cu caracterul
curent din s! Evident, € nu consuma niciun caracter din s.

Acum ca fiecare stare ¢;, cu ¢ > 0, are cate o e-tranzitie, nu ne vom putea
bloca niciodata in gy atunci cand parsam inputul. Ins& ne vom bloca in qo atunci
cand s[i] # t[0]. Ca si rezolvam asta, addugdm tranzitiile §(qo, ¢) = qo, V¢ # ¢[0].

Ideea de baza a e-tranzitiilor, si implicit a functiei 7, este ca acestea ne duc
in starea care face match cu cel mai mare prefix al lui t. Astfel, chiar daca
trebuie sa abandonam un match aproape complet, macar suntem siguri ca nu
vom rata niciun alt match care s-ar fi suprapus cu acesta.

2.5 Calculul lui 7 in O(|t|)

Cheia algoritmului optim pentru calculul functiei 7 este faptul ca automatul
poate fi construit in mod incremental folosindu-ne de el insusi (de ce am con-
struit pand la momentul curent).
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La pasul 4, mai intdi, creAm starea g;11 si setdm §(g;, t[i]) = ¢ir1. Apoi,
pentru a determina unde ne va duce tranzitia cu ¢, vrem sa calculam sufixul
propriu maxim al lui ¢[0, ¢] care este si prefix al lui ¢. Ei bine, acest string este
cu sigurantd un sufix propriu al lui ¢[0,4), urmat de litera ¢[i]. In consecinti,
urmam tranzitia q; = 6(g;—1, €) si incerciim si efectuiim o tranzitie cu litera ¢[i).
Daca aceasta nu exista, repetam recursiv procedeul mergand in §(g;—1,€) si asa
mai departe.

auto getPi(const string& str) {
vector<int> pi(str.size());
int k = 0;
for (int 1 = 1; i < int(str.size()); i++) {
while (k && str[i] '= strlk])
k = pilk - 1];
if (strli] == strlkl)
k++;
pilil = k;
}

return pi;

Complexitatea acestui algoritm se amortizeaza la O(|t]), insd demonstratia
depaseste cadrul cursului.

2.6 Aplicatii clasice

In cele ce urmeazi, vom discuta despre trei aplicatii simple ale functiei 7, una
dintre ele fiind chiar algoritmul KMP. La acestea se adauga, din nou, algoritmul
Aho-Corasick — extinderea KMP-ului la mai multe patternuri.

2.6.1 String matching

Sa ne intoarcem la problema initiala — gasirea tuturor aparitiilor patternului ¢
in textul s. Ei bine, odata calculata functia 7, deci implicit si automatul KMP,
nu ne ramane decat sa trecem stringul s prin acesta, adica sa-1 dam ca input
algoritmului de recunoastere.

De fiecare data cand ajungem in starea finala contorizam o noua aparitie a lui
t in s (care se termind pe pozitia curentd) si continudm ciutarea. Algoritmul
este aproape identic cu cel al calcularii lui 7.
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auto kmp(const string& str, const string& pat) {
auto pi = getPi(pat);
vector<int> occ;
int k = 0;
for (int i = 1; i < int(str.size()); i++) {
while (k && str[i] !'= patl[k])
k = pilk - 11;
if (str[i] == pat[k])
k++;
pilil = k;
if (k == int(pat.size()))
occ.push_back(i - k + 1);
}

return occ;

Exista insa o solutie mai eleganta, care ne scapa de nevoia de a duplica
codul. Aceasta constd in a calcula functia 7 pe stringul ¢ || # || s, unde # este un
caracter delimitator, care nu apare nici in s si nici in ¢. Astfel, limitdm valoarea
maxima a lui 7 in pozitiile corespunzatoare lui s la |t|. Ei bine, pozitiile unde
intalnim aceasta valoare sunt chiar cele care fac match complet.

auto kmp(const string& str, const string& pat) {
const string concat = pat + '#' + str;
auto pi = getPi(concat);
vector<int> occ;
for (int i = pat.size() + 1; i < int(concat.size()); i++)
if (pil[i] == int(pat.size()))
occ.push_back(i - 2 * int(pat.size()));
return occ;

2.6.2 Frecventa fiecarui prefix

Sa se afle, pentru fiecare prefix al lui ¢, care este numarul sau de aparitii in .
Fiecare pozitie i reprezintd sfarsitul unui match chiar cu ¢[0,4], dar asta
inseamnad implicit si un match cu prefixul 7 (), unul cu 7 (7 (7)) etc.
Putem calcula eficient aceste frecvente ca mai jos. Rezultatele se vor afla pe
pozitiile 1,2, ... n.

vector<int> ans(n + 1);

for (int i = 1; 1 <= n; i++)
ans[i]++;

for (int i =n - 1; 1 > 0; i--)
ans([pi[i]] += ans[i];
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2.6.3 Perioada minima a unui string

Un string ¢’ se numeste perioadd a lui ¢t dacd t poate fi obtinut prin concatenarea
lui ¢’ cu el insusi de un anumit numaér de ori. S& se determine perioada minima
a lui ¢

Observam c&, dacd ¢’ este o perioadd a lui ¢, atunci fie ' = ¢, fie 7(n — 1) >
n/2. Daci, pe deasupra, n—7(n—1) | n, atunci avem garantia ca ¢t[0, n—m(n—1))
chiar este perioada minima a lui ¢.

w(n—1)
—_——
X X X+ X XX
XX X oo X XX

—_———

m(n—1)

2.7 Probleme

Potrivirea Sirurilor
Sufixe

Prefixes and Suffixes
Password

Zlego
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https://www.infoarena.ro/problema/strmatch
https://www.pbinfo.ro/probleme/3395/sufixe
https://codeforces.com/contest/432/problem/D
https://codeforces.com/contest/126/problem/B
https://infoarena.ro/problema/zlego
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