Algoritmul Aho-Corasick
Dinamici pe automate finite
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1 Motivatie

Se d& un string s (numit text) si n string-uri tq,ts,...,¢, (numite pattern-uri). S& se determine,
pentru fiecare pattern ¢;, numéarul siu de aparitii in s, notat as(¢;). Toate string-urile date sunt
construite peste alfabetul X si au lungimea strict pozitiva.

De exemplu, s = abcababacaa si t; € {a, ab, aba, bc,bca, ¢, caa}:

abcababacaa

abcababacaa abcababacaa
abcababacaa

abcababacaa abcababacaa
abcababacaa

abcababacaa abcababacaa
abcababacaa

abcababacaa abcababacaa
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abcababacaa abcababacaa
abcababacaa

2 Automate finite deterministe

Pentru a intelege cu adevarat ideea din spatele Algoritmului Aho-Corasick, trebuie mai intai sa
intelegem conceptul de automat finit determinist — un mecanism pentru recunoasterea limbajelor de
diverse tipuri.

2.1 Definitie

Formal, un automat finit determinist este un tuplu (Q, %, J, go, '), unde @ este multimea de stari,
3 este alfabetul de intrare, § : @ X X ~~» @ este functia de tranzitie, qg este starea initiala, iar F' C @
este multimea starilor finale.

Q@ ={a0, 01, ¢2}
¥ ={0,1}
6 ={(2,0) = a1, (g0, 1) = ¢2}
U{(g2,0) = g2, (q2,1) = g2}
do = qo
F={q,q}
Pentru o intuitie mai buné, fiecdrui automat ii putem asocia un (multi)graf orientat. Multimea sa

de noduri este @, iar pentru fiecare relatie de forma d(g;, ¢c) = ¢; putem construi o muchie (g;, ;) cu
eticheta c.




2.2 Algoritmul de recunoastere

Rolul unui automat este sia ne spuna daca un cuvant peste alfabetul 3, primit ca input, urmeaza
un anumit pattern. Algoritmul pentru recunoasterea unui cuvant s este foarte simplu: Se porneste
din qq si se citeste pe rand cate un caracter ¢ din s. La fiecare pas, ne deplasam din starea curenti
urmand tranzitia cu caracterul c¢. Adica, din ¢; mergem in 6(g;, ¢).

Daca functia § nu este definitd in (g;, ¢), inseamnd c& ne-am blocat in starea g; inainte si procesam
tot input-ul, asa ca rejectam cuvantul. In schimb, daca am ajuns la sfarsitul input-ului si ne aflam
intr-o stare finald, acceptam cuvantul si ne oprim.

accept | 10010 | qo N qo N q2 N q2 EN q2 LN g € F

reject | 011 qo LN q1 N

Daca un automat contine doua tranzitii din aceeasi stare, cu aceeasi litera, atunci acesta devine
nedeterminist, pentru ca, In timpul evaluarii unui anumit cuvant, nu va sti ce tranzitie sa urmeze
din acea stare.

2.3 Exemple

Automatul de mai sus recunoaste cuvintele ce reprezinta numere scrise in baza 2. Intai verifica cu ce
cifra Incep acestea. Daca Incep cu 0, avem grija ca lungimea lor si nu depaseasca 1. In caz contrar,
pot fi urmate de zero, una sau mai multe cifre, indiferent de valoarea lor.

Un alt exemplu este automatul de mai sus. Acesta recunoaste cuvintele de forma ab®*~'c, cu k > 1,
deoarece orice drum care duce la acceptarea input-ului are forma

a b b b b b b [
qgo —q1 —>q2 —q1 —>q2 — - —q1 — 42 — q3.

de k>1 ori q1i>q2

3 Algoritmul Knuth-Morris-Pratt (n = 1)

Revenind la problema noastra de string matching, sa analizam cazul n = 1, adica cel in care trebuie
sa determindm numarul de aparitii ale unui singur pattern in textul dat. Acest caz se rezolva in
timp liniar folosind Algoritmul KMP, care a fost deja studiat. Insd il vom recapitula, privindu-l
dintr-o alta perspectiva — cea a automatelor finite.

3.1 Functia 7

Algoritmul KMP se bazeaza pe functia m, numitd si functia prefix sau fail. Astfel, 7() reprezinta
lungimea maxima a unui sufix propriu al lui ¢[0, ], care este totodatd prefix al lui ¢[0, 7].

1012|345 |6/|7
alc|a
m=|0]0|1|0|1|2]|3|2|3

3.2 Automatul KMP

Ceea ce face Algoritmul KMP de fapt este sd construiasci un automat mai special, dupa cum
urmeaza. Avem céte o stare ¢; pentru fiecare pozitie ¢ din pattern, cu semnificatia ci, daca ne aflam
in starea g;, atunci am facut match la primele i caractere din ¢t. Tranzitiile initiale sunt de forma
6(qi,t[i]) = qiy1. Desigur, singura stare finala este g



Restul tranzitiilor sunt generate de functia . Astfel, 7(i — 1) = j se traduce prin 6(g;, €) = ¢;, unde

€ reprezinta string-ul vid. In timpul parsarii input-ului, tranzitiile cu € vor fi urmate doar atunci
cand nu avem tranzitie cu caracterul curent din s! Evident, ¢ nu consuma niciun caracter din s.

Acum cd fiecare stare ¢;, cu ¢ > 0, are cate o e-tranzitie, nu ne vom putea bloca niciodata in go
atunci cand parsim input-ul. Insd ne vom bloca in gg atunci cand s[i] # ¢[0]. Pentru a rezolva asta,
addugam tranzitiile 6(qo, ¢) = qo, Ve # t[0].

Ideea de baza a e-tranzitiilor, si implicit a functiei 7, este ca acestea ne duc in starea care face match
cu cel mai mare prefix al lui t. Astfel, chiar daca trebuie sa abandonam un match aproape complet,
macar suntem siguri cd nu vom rata niciun alt match care s-ar fi suprapus cu acesta.

4 Algoritmul Aho-Corasick (n > 1)

Primul pas in generalizarea Algoritmului KMP, pentru a putea face matching simultan la n pattern-
uri, este sa construim o trie din acestea. Motivul este ca fiecare nod din trie reprezinta un prefix
al (cel putin) unui pattern ¢;. Acum, starile din automat nu vor mai fi determinate de lungimea
prefixului cu care avem match, ci de prefix in sine. Cu alte cuvinte, vom putea avea mai multe
prefixe de aceeasi lungime, adica pe acelasi nivel al triei.

4.1 Suffix-Links

Ramane sa generalizam functia 7. Vom pastra notatia, insa numele va deveni suffiz-link. Din nou,
m(g;) ne va duce in starea g; corespunzatoare celui mai lung sufix propriu al string-ului reprezentat
de ¢;, care este totodata prefix al acestuia.

Observam ca suffix-link-ul oricarei stari ¢; ne duce pe un nivel al triei mai mic decat cel pe care se
afla ¢; (sau egal dacd i = 0). Astfel, putem calcula functia 7 exact ca in Algoritmul KMP, procesand
nodurile triei in ordine crescatoare dupa nivel, adica in timpul unui BFS din radacina. insé, aceasta
implementare este mai dificila, si nu ne ajutd prea mult in rezolvarea problemelor de mai jos, care
necesita generarea unui automat fard e-tranzitii.


https://infogenius.ro/trie-xor-max/

4.2 Automatul Aho-Corasick

Fie ¢ functia de tranzitie din automatul fara e-tranzitii. Din nou, tranzitiile de baza sunt date de
muchiile triei, si rdiméne sa ne ocupam de suffix-link-uri. Practic, 6(g;, ¢), unde ¢ produce mismatch,
comprima drumul obtinut mergand pe suffix-link-uri din ¢; pana intr-o stare ce are tranzitie cu c,

adica 6(q;,¢) = d(n(n(---7w(g;) - +)),¢).

Asadar, § depinde de 7, dar daca ne gandim la modul in care se calculeaza functia 7 in Algoritmul
KMP, realizam ca si m depinde de §. Mai precis, obtinem recurentele

m(q) = o(m(g.p), g-c)
4(g,c) = 0(m(g), c),

unde g.p este parintele lui ¢ in trie, iar g.c reprezinta ultimul caracter al string-ului reprezentat de
q. Desigur, avem si cazuri particulare:

e dacd ¢ este radicina triei sau vreun fiu al acesteia, atunci 7(q) = qo;
e daci in trie existd din ¢ muchie cu eticheta ¢ citre ¢/, atunci §(g, ¢) = ¢/;
e daci aceastd muchie nu exista, si in plus ¢ = g, atunci (g, ¢) = qo.

Cum atat 7(q) cat si 6(q,c) depind de stari aflate mai sus in trie, remarcdm ca recursia este finita.
Prin urmare, aceste recurente pot fi calculate eficient prin memoizare.

5 Aplicatii

Prima aplicatie la automatul Aho-Corasick este chiar problema din sectiunea introductiva. Celelalte
probleme se bazeaza pe analiza drumului generat de automat in timpul parsarii input-ului. Majori-
tatea sunt probleme de programare dinamica, astfel ca recurentele lor depind in general de starea
curenta, de pozitia la care am ajuns in input si eventual de multimea de pattern-uri cu care am
facut match pana acum.

Problema 1. Sa se determine numarul de aparitii ale fiecarui pattern ¢; in textul s.

Trecem string-ul s prin automatul Aho-Corasick generat de pattern-uri. De fiecare data cand trecem
printr-un nod g al triei, incrementam valoarea a(q), deoarece tocmai am ficut match cu string-urile
retinute in ¢. Insa acestea nu sunt singurele cu care se face de fapt match la pozitia respectival

De exemplu, daca avem s = cabcabd, t; = abcab si t; = cab, atunci la pozitia 5 nu vom avea
match doar cu ¢y, ci si cu ta. Practic, dacd avem match in ¢, vom avea si in 7(q), si in 7(7(q)), si
in w(m(w(g))) etc. Prin urmare, dupd ce am parsat input-ul, vom parcurge nodurile triei in ordinea
descrescatoare a nivelurilor, corectand valorile a(g;) astfel: a(n(q)) <+ a(n(q)) + a(q).

Este foarte important ca, in timpul parsarii input-ului, s& incrementam valoarea «(q) pentru fiecare
nod ¢ prin care trecem — nu doar pentru frunze! Motivul este c&, atunci cand efectuam actualizarea
de mai sus, s-ar putea ca ¢ sa nu fie frunza, dar 7(q) sa fie. Astfel, obtinem niste match-uri pentru
m(q) pe care altfel le-am fi ratat. sursi


https://www.infoarena.ro/job_detail/2851514?action=view-source

Problema 2. Sa se determine string-ul cel mai mic din punct de vedere lexicografic s, de lungime
k, care nu contine ca substring niciunul dintre pattern-urile ¢;.

Ca string-ul s sa nu contina niciun pattern t¢;, trebuie sia ne asiguram ca drumul corespunzator
parsarii acestuia nu trece prin nicio frunza a triei. In acest sens, este suficient sa eliminam din
automat starile frunza. Apoi, nu ramane decit sa mergem de k ori pe tranzitia corespunzatoare
celei mai mici litere disponibile, pornind din gy. Concatenand etichetele muchiilor de pe acest drum,
obtinem string-ul s.

Problema 3. Sa se determine cel mai scurt string s care contine ca substring fiecare dintre pattern-
urile t;.

In primul rand, trebuie si retinem in fiecare stare a automatului un bitmask cu toate pattern-urile
cu care facem match cand ajungem in starea respectiva. La fel ca in prima problema, trebuie avut
in vedere ca acestea nu provin doar din acea stare, ci si din suffix-link-ul ei. Din acest motiv, dupa
ce calculam valoarea 7(q), il calculdm si pe m(7(q)), pentru a putea actualiza masca astfel:

g.mask < g.mask or w(q).mask,

fiind siguri ca valoarea m(q).mask, care depinde la randul ei de w(7(g)), este calculatd corect. Restul
problemei consta in a efectua un BFS pe automat, tinand pe langa starea curenta si un bitmask cu
toate pattern-urile cu care am facut match pana acum.

Problema 4. Fiecarui pattern t; 1i este asociat un cost ¢;. De asemenea, costul unui string s este
definit drept ¢(s) = > i, a(t;) - ¢;. S& se determine costul maxim al unui string s de lungime .

Precalculam, tot in timpul construirii suffix-link-urilor, costul total cu care contribuie fiecare stare la
¢(s). Restul se reduce la o simpld dinamica, unde dpli][g] reprezintd costul maxim obtinut printr-un
drum de lungime ¢ care se termina in starea q. sursa

Problema 5. Sa se determine cate string-uri de lungime k exista, astfel incat acestea sa contina
ca substring fiecare pattern t;.

Notdm cu dpli][g][mask] numarul de drumuri de lungime 4, care se termin in starea g, si contin ca
substring-uri pattern-urile din mask. sursa

Problema 6. Si se determine cate string-uri de lungime k exista, astfel incat acestea sa nu contina
ca substring niciun pattern ¢;.

Elimindm (conceptual) starile frunza din automat si calculam dinamica dplé][q].

Problema 7. Sa se determine numarul minim de caractere care trebuie sterse din s astfel ncat
noul string sa nu contina ca substring niciunul dintre pattern-urile ¢;.

Not&m cu dpli][q] costul minim pentru a procesa primele i caractere din s, terminiand in starea gq.
Fie ¢’ = d(qg, s[i]). Dacé in ¢’ nu se face match la niciun pattern, atunci putem urma aceasta tranzitie
si actualizam dp[i + 1][¢’] folosind dp[i][g]. Altfel, suntem nevoiti sa stergem caracterul s[i], asa ca
raméanem in ¢ si actualizdm dp[i + 1][g] cu dp[i][q] + 1. sursa

6 Probleme

Aho-Corasick (1)
Virus (1)

Strigat (4)

ADN2 (5)

Censored! (6)
x-prime substrings (7)


https://www.infoarena.ro/job_detail/2852553?action=view-source
https://www.infoarena.ro/job_detail/2853128?action=view-source
https://codeforces.com/contest/1400/submission/147116198
https://www.infoarena.ro/problema/ahocorasick
https://www.infoarena.ro/problema/virus
https://www.infoarena.ro/problema/strigat
https://www.infoarena.ro/problema/adn2
https://acm.timus.ru/problem.aspx?space=1&num=1158
https://codeforces.com/contest/1400/problem/F
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