Introducere in Combinatorica

Tulian Oleniuc

1 Elemente de baza

Combinatorica este ramura matematicii care se ocupa in principal de studiul
multumilor finite si de numararea modurilor In care putem construi diverse
configuratii peste aceste multimi.

1.1 Regula sumei

Daca avem doua multimi disjuncte A si B, cu m si respectiv n elemente, numarul
de moduri de a alege un element din A sau din B este m + n. Cu alte cuvinte,
reuniunea multimilor A si B are m + n elemente.

1.2 Regula produsului

Daca avem doud multimi A si B, cu m si respectiv n elemente, numéarul de
moduri de a alege un element din A si unul din B este m - n. Cu alte cuvinte,
produsul cartezian al multimilor A si B are m - n elemente.

1.3 Permutari

Din punct de vedere combinatorial, o permutare a unei multimi reprezinta o
modalitate de a aranja secvential elementele acesteia. De exemplu, permutarile
multimii A = {1, 2, 3} sunt:

Permutarile unei multimi A pot fi privite de asemenea drept totalitatea
functiilor bijective definite pe A, cu valori in A.

Numarul permutarilor de ordin n (permutarile unei multimi A cu n elemente)
se noteaza cu P, si este egal cu n!. Aceasta relatie poate fi demonstrata in mai
multe moduri. Sa analizam doua dintre ele:



Metoda constructiva

Atunci cand dorim sa construim o permutare de ordin n, pe prima pozitie putem
pune orice valoare de la 1 la n, deci avem n variante. Pentru a doua pozitie, ne-
au ramas n — 1 variante, pentru c& una dintre valori a fost deja folosita de prima
pozitie. Pentru a treia pozitie, am ramas cu n — 2 variante, pentru ca deja am
folosit doua elemente pentru primele doua pozitii. Generalizand rationamentul,
pentru pozitia i (1 < i < n) avem n — i + 1 variante ramase. AplicAnd regula
produsului, obtinem

P,=n-(n—1)-(n—2)---1=nl

Metoda inductiva

Daca avem deja o permutare de ordin n — 1 si vrem sa obtinem din aceasta una
de ordin n, nu avem decat s& inseram undeva in ea valoarea n. Aceasta poate
fi inserata fie Tnainte de o pozitie i, cu 1 < i < n, fie dupa ultima pozitie. In
total avem n pozitii posibile pentru noul element. Conform regulii produsului,
obtinem P, =n - P,_1, de unde P, = n!.

1.4 Permutari cu repetitie

Cand vine vorba s& numaram permutarile unui sir ale carui elemente nu sunt
neaparat distincte, formula clasica de la permutari nu mai functioneaza.

De exemplu, pe o permutare de genul (1,3,2,3) am numéara-o de doué ori,
ca si cum cei doi de 3 ar fi numere diferite — prima oara cu primul 3 pe pozitia
2 si al doilea 3 pe pozitia 4, iar a doua oara cu primul 3 pe pozitia 4 si al doilea
3 pe pozitia 2.

Deci, daca notam cu f(i) frecventa numaéarului ¢ in permutare, atunci, pentru
fiecare 7 din sirul @, am numarat de Py;) ori mai multe permutari decat trebuia.
Asadar, formula pentru numarul de permutéari cu repetitie ale unui sir a, de
lungime n, cu elementele mai mici sau egale cu n, este




1.5 Aranjamente

Pentru o multime A, de cardinal n, un aranjament de n elemente luate cate k
reprezintd o submultime ordonatad a lui A de k elemente. De exemplu, aranja-
mentele de 3 luate cate 2 ale multimii A = {1, 2,3} sunt:

Similar permutarilor, aranjamentele pot fi considerate functii injective def-
inite pe multimea {1,2,...,k} cu valori in {1,2,...,n}. Semnificatia expresiei
f(z) = y este ca elementul de pe pozitia  din aranjament este egal cu y. Cred
ca deja e clar ca permutarile sunt un caz particular de aranjamente: Permutarile
de ordin n sunt aranjamente de n luate cate n.

Numérul aranjamentelor de n luate cate k se noteazi cu AE si este egal cu

n!

TR Din nou, putem demonstra aceasta relatie in doua moduri:

Metoda constructiva

Atunci cand construim un aranjament de n elemente luate cite k, pe prima
pozitie putem pune orice valoare, deci avem n variante. Pe a doua pozitie
putem pune orice valoare, mai putin cea pe care deja am folosit-o, deci am
ramas cu n — 1 variante. Generalizand, obtinem

n!

Ap=n-(n=1)-(=2)-=-k+1) =g

Metoda bazata pe permutari

Putem construi aranjamentele de n elemente luate cate k pornind de la per-
mutarile de ordin n. Pentru asta, este de ajuns sa stergem ultimele n — k ele-
mente din fiecare permutare, Insa nu vom ramane cu aranjamente distincte. De
exemplu, daca n = 5 si kK = 2, permutérile care se transforma in aranjamentul
(3,1) sunt:

(3,1,2,4,5)
(3,1,2,5,4)
(3,1,4,2,5)
(3,1,4,5,2)
(3,1,5,2,4)
(3,1,5,4,2)



Se observa usor ca numarul de permutari care genereaza un anumit aran-
jament este P,_j, pentru ca ultimele n — k elemente ale lor pot fi aranjate in

. ) k _ P _ n!
P, _i moduri. Asadar, A} = P = R

2 Combinari

Combinarile de n elemente luate cate k, ale multimii A de cardinal n, reprezinta
submultimile cu k elemente ale lui A. De remarcat ca submultimile nu sunt
ordonate, ceea ce inseamnd ci, In cazul combindrilor, submultimile {1,2,3} si
{2, 3,1} nu sunt diferite. De exemplu, combinarile de 4 luate cate 3 ale multimii
A ={1,2,3,4} sunt:

{1,2,3}
{1,2,4}
{1,3,4}
{2,3,4}

Numirul de combiniri de n luate cite k se noteaza cu CF si este egal cu
#lk), Demonstratia este urmatoarea: Diferenta dintre aranjamente si com-
binari este ca aranjamentele sunt submultimi ordonate. Prin urmare, o com-
binare de lungime k corespunde aranjamentelor de lungime k, formate per-
mutand elementele respectivei combinari. Numarul acelor permutari este Py,

k_ An _ !

de unde Cn = Pik = W

Cum combinarile numara submultimile unei multimi in functie de cardinalul
lor, suma combinarilor de n luate cate k, cu 0 < k < n, este egald cu numarul
total de submultimi ale unei multimi de cardinal n. Acesta este 2™, deoarece
pe fiecare element putem fie sa-1 luam, fie s nu-1 luam in cadrul submultimii,
asa ca pentru fiecare element avem doua variante. Aplicand regula produsului,
obtinem 2-2-.-2 =2".

’ —_—

de n ori

2.1 Triunghiul lui Pascal

Triunghiul lui Pascal se refera la aranjamentul geometric pe care-1 obtinem cand
scriem pe fiecare linie n > 0 numerele C*, unde k ia valori pe rand de la 0 la n.

Acest desen ne ajuta sa vizualizam mai usor diverse proprietati ale com-
binarilor. Spre exemplu, colorand cu gri combinarile pare, obtinem Triunghiul
lui Sierpinski, ceea ce am ilustrat si in desenul de mai jos.


https://infogenius.ro/fractali-p5js/#header-5
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Relatia de complementariere

O alti observatie este ca CX = Cn"~*. Cu alte cuvinte, numarul de moduri in
care putem alege k elemente dintre cele n este acelasi cu numarul de moduri n
care putem alege care sa fie cele n — k elemente nealese.

Relatia de recurenta

Poate cea mai importanta proprietate a combinarilor ce rezulta din Triunghiul
lui Pascal este urmatoarea relatie de recurenta:

Cr=Chl1+Cr,

Ea ne permite si precalculim toate combinirile pand la linia n in O(n?) —
complexitate, evident, optima, fiind egald cu dimensiunea output-ului:

comb [0] [0] 1;
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
comb[i] [0] = 1;
for (int j = 1; j <= 1i; j++)
comb[i] [j] = comb[i - 1][j - 1] + comb[i - 1]1[j];

3

Intuitie: Fie multimile A = {1,2,...,n} si B = {1,2,...,n — 1}. Putem
construi o combinare a lui A, de k elemente, adaugandu-1 pe n la o combinare
de k —1 elemente a multimii B. Ins&, nu toate combinirile trebuie sa-1 contind
pe n. Observam ca cele din urma sunt combinari de k elemente ale lui B. Cum
cele doud tipuri de combiniri mentionate sunt numirate de C*~1 si respectiv
de Ck_,, aplicAnd regula sumei, obtinem recurenta de mai sus.



2.2 Binomul lui Newton

Combinarile se mai numesc coeficienti binomiali, deoarece se regasesc drept
coeficienti in descompunerea lui (a + b)™ (n € N), numit Binomul lui Newton:

(a+b)" =C%"b° + Cra"'b! + C%a" 20 + - - - 4+ C"ab"
Intuitie: Expandandu-1 pe (a 4 b)™ drept

(a+b)"=(a+b)(a+b) - (a+D),

de n ori

observam usor ca fiecare termen rezultat va avea forma a*b¥, unde = + y = n.
Cu alte cuvinte, pentru fiecare termen, x paranteze contribuie cu cate un a si
y =mn —x cu cate un b. Cati termeni asemenea obtinem pentru un z fixat? Un
numar egal cu numarul de combinari de n luate cate z, adica C%.

3 Stars and Bars

Stars and Bars reprezintd o metoda combinatoriala de a calcula numarul de
moduri In care putem plasa n bile neetichetate in k cutii etichetate 1,2,..., k.
Putem reformula problema in felul urmator. Cate siruri formate din k£ — 1 bare
si n stele exista?

Cazul ¢; >0

Cele doua probleme sunt echivalente in ideea ca fiecare % reprezinta o bila si
fiecare | delimiteaza doud cutii consecutive.

KKKk ko ok ok | kok ok ok ok | kk Ak A A K
—_— — — ——

C1 =9 Cc2 =5 C3 =7

Intr-un astfel de sir, fiecare dintre cele k—1 bare se afla pe o pozitie din multimea
{1,2,...,n+ k — 1}. Prin urmare, numarul sirurilor este Cﬁ;i_l.

Cazul ¢; > 1

Insd, acest model va numara si configuratii precum
| % | % * % || %k,

unde ¢; = ¢4 = 0. Faptul ca doud bare pot fi alaturate, si de asemenea ca o
bara poate sa apara la inceputul sau la finalul sirului, ne permite sa numaram
si configuratii ce contin cutii goale.

Daca dorim sa evitam asta, punem de la Inceput cate o bila in fiecare cutie,
dupa care plasam restul de n — k bile in cele k cutii, dar de data asta putand

.. . o . . k-1 _ k=1
avea cutii goale. Prin urmare, raspunsul devine C; The1ox = Ch1



4 Partitiile unui numar natural

O alta formulare celebra a acestei probleme este urmatoarea. In cate moduri
putem scrie numéarul n € N* ca suma de k& numere naturale nenule ¢y, ¢, ..., cg?
O astfel de configuratie se numeste partitie ordonatd a lui n. Conform formulei

de mai sus, raspunsul este C’Tf:}. Numarul total de partitii ale lui n este

In contextul partitiilor neordonate, configuratiile 1 +2 =3 si 2+ 1 = 3 sunt
echivalente. Calculul eficient al numarului total de partitii neordonate ale lui
n necesita concepte avansate de combinatorica, asa ca ne vom axa pe calculul
celor de lungime fixata.

4.1 Numarul partitiilor neordonate de lungime data

Observam ca o partitie de lungime k a lui n poate fi obtinuta in doud moduri
dintr-o partitie mai mica. Fie luaAm o partitie de lungime £k — 1 a lui n — 1 si
adaugam un 1 la inceputul ei, fie luam o partitie de lungime k a lui n — k si
adunam 1 la toate elementele sale.

Putem obtine orice configuratie valida pornind de la @ printr-un sir de astfel
de operatii. De exemplu,

o A g A 22 A 2,20 5 [2,3,3) 5 (3,4, 4]

Astfel, obtinem recurenta
p(n,k) = p(n - Lk - 1) +p(7’l - kak)v

pentru n, k > 1. Cazurile de baza sunt p(0,0) = 1 si p(n,0) = 0 pentru n > 1.

5 Numerele lui Stirling de speta a II-a

Sunt folosite pentru a numira in cate moduri putem partitiona o multime de
n elemente in k& submultimi, fiecare cu cel putin un element. Spre exemplu,
multimea A = {1,2,...,7} poate fi partitionata in 3 submultimi astfel:

A={1,2,5}U{3,7} U{4,6}.

Notam numarul cdutat cu S(n, k). Din nou, incercim si formam o configuratie
valida pornind de la una de dimensiuni mai mici. Mai exact, de la o partitie a
lui {1,2,...,n—1}.
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Deducerea formulei

Daca aceasta este formata din k£ — 1 submultimi, atunci adaugam submultimea
{n}. Daca in schimb este deja formata din & submultimi, atunci il addugam
pe n la una dintre acestea. De exemplu, din partitia de mai sus putem obtine
partitiile:

By ={1,2,5}U{3,7}U{4,6} U {8}
B; ={1,2,5,8} U{3, 7} U {4,6}
By ={1,2,5} U {3,7,8} U {4,6}
Bs ={1,2,5} U{3,7} U {4,6,8}

Astfel, obtinem recurenta
S(n,k)=Sn—-1,k—1)4+kS(n—1,k).

Cazurile de baz& sunt S(0,0) = 1 si S(n,0) = S(0,k) = 0 pentru n, k > 1.

6 Principiul includerii si excluderii

Este folosit pentru a determina cardinalul reuniunii a » multimi. De exemplu,
pentru n = 3 avem

|A1 U Ay U A3| = |As] + |Ag| + | As]
— |A1 0A2| — ‘Al 0A3| - |A2 0A3|
+ A1 N Az N Az

6.1 Numarul perechilor de numere coprime

In general, principiul includerii si excluderii este folosit in probleme de divizibil-
itate. Cea mai clasica problema de acest fel ne cere sa determinam cate perechi
(a,b) cua,be {1,2,...,n} exista astfel incat a si b s fie prime intre ele.

Pentru a calcula aceasta valoare, vom scadea din numarul total de perechi,
adicd din n?, numarul perechilor (a,b) cu ged-ul mai mare decat 1. Intai le vom
scadea pe cele care il au pe 2 ca divizor comun. Apoi le scadem pe cele care il
au pe g = 3.

Observam ca perechile cu g = 4 au fost numarate deja de cele cu g = 2, asa
ca nu mai facem nimic. Continuam cu g = 5, pe care le scadem. Ajungem la
g=06=2-3. Acest numar de perechi a fost scazut de doua ori — o data pentru
g = 2 si o data pentru g = 3, asa ca il adunam o data.

In general, pentru g = p$pS2 ---pp¥, daca existda vreun exponent e; astfel
incat e; > 1, atunci nu facem nimic, deoarece am numarat perechile respective
deja, pentru divizorul g/p;. In schimb, in functie de paritatea lui k, vom aduna
sau scidea valoarea f(g) din rezultat. Daca k este impar scadem, iar daci este
par adundm. Prin f(g) am notat numéarul de perechi (a,b) pentru care atat a
cat si b sunt divizibile cu g. Avem f(g) = [n/g]?.



7 Generarea celei de-a r-a combinari

Acesta este un exemplu clasic de problema in care trebuie sa construim eficient
configuratia de pe o anumita pozitie dintr-un sir de configuratii definite recursiv.
Tterdm cu ¢ fiecare element din multimea {1,2,...,n}. Ne uitam la combinarile
care incep cu i. Restul elementelor acestora vor fi alese din {i + 1,7+ 2,...,n},
deci numarul lor este Cﬁjil.

Daca x este mai mare decat acesta, atunci scadem numarul din « si trecem
la urmatorul . Altfel, inseamna ca configuratia cautata incepe cu i, asa ca
generam recursiv restul ei. Adicd, generam a z-a combinare de n — i (din
multimea {i + 1,74+ 2,...,n}) luate cite k — 1.

8 Teme de gandire

Exercitiul 1. Demonstrati formula C¥ = C"~* altfel decat in curs.
Exercitiul 2. Demonstrati formula C¥ = C*~1 + CF_| altfel decat in curs.

Exercitiul 3. Demonstrati formula C¥ = C¥~1 + C*=1 ... + O}~ in doua
moduri diferite. Hint: O metoda poate fi constructiva — ganditi-va ce ne spune
formula despre structura combinarilor de n luate cate k.

Exercitiul 4. Demonstrati formula de la Binomul lui Newton prin inductie
matematica.

Exercitiul 5. Demonstrati formula C0 +C} + - -+ C" = 2" folosind Binomul
lui Newton. Hint: Alegeti niste valori convenabile pentru a si b.

Exercitiul 6. Demonstrati ¢ C0 + C2 +Cn*+ - =CL +C3 + Cn® + - --.
Hint: Mai intai, demonstrati cad C2 — C! + C%2 — C3 + --- = 0, intr-un mod
similar cu cel de la exercitiul precedent.

Exercitiul 7. Cum putem calcula eficient S(n, k) folosind principiul includerii
si excluderii?

Exercitiul 8. Deduceti in mod constructiv formulele pentru numerele Stirling
de speta I, Bell, Catalan si Narayana.
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9 Probleme

Simplu
Problema 1. PM

Folosim programare dinamicd. In acest sens, notam cu dpli][j] numéarul de
secvente PM de lungime i care se termind in j € {+,-}. Cum nu putem avea
doua minusuri consecutive, deducem ca

Problema 2. Red

Putem proiecta o solutie de programare dinamica similara cu cea de mai
sus, adaugand un parametru k care ne spune cate puncte au fost colorate in
rosu pana acum. insé, ar fi mai interesantéd o rezolvare combinatoriald. Avand
de data aceasta k-ul fixat, putem reduce problema la Stars and Bars (varianta
¢; > 1). Pentru aceasta, trebuie sa transformam cercul intr-o linie, asa ca vom
fixa Inceputul acesteia In punctul 1.

Daca punctul 1 este rosu, atunci, cum punctele 2 si n vor trebui sa fie negre,
am redus problema la instanta Stars and Bars cu parametrii f(n — 1,k —1). In
schimb, daca 1 este negru, atunci putem adauga dupa punctul n o copie a lui
1. Acum, va trebui sa coloram cu rosu k puncte dintre cele n + 1, astfel incat
primul si ultimul sa fie negre. Practic, instanta Stars and Bars corespunzatoare
este f(n+1,k).

Am notat f(a,b) = (a — b,b+ 1), cu semnificatia ca un sir de stele si bare
de lungime a, format din b bare, este echivalent cu plasarea a a — b bile in b+ 1
cutii.

Problema 3. Albume

Ideea de baza este ca, daca probabilitatea ca o trupa ¢ sa fie ascultatad este
p, atunci numéarul mediu de trupe i ascultate va fi tot p. De exemplu, daci
probabilitatea de a asculta méacar un album al trupei Wu-Tang este 1/3, atunci,
dupa ascultarea albumelor alese, numarul mediu de trupe Wu-Tang ascultate va
fi 1/3. Suna abstract, dar intuitia este c&, In medie, ar trebui s& repetam de 3
ori experimentul pentru a asculta Wu-Tang o data. impértind la 3, obtinem ca,
pentru o singura repetare a experimentului, am ascultat 1/3 trupe Wu-Tang.

Pentru a obtine valoarea medie a numarului total de trupe ascultate, pur
si simplu vom aduna probabilitatile ca fiecare trupa in parte sa fie ascultata.
Cum trupele nu difera cu nimic intre ele, aceste probabilitati sunt egale. Pentru
simplitate, vom calcula probabilitatea ca o anumita trupa sa nu fie ascultata.
Astfel, vom simula ¢ alegeri de albume care nu apartin trupei curente. La fiecare
pas i > 0, probabilitatea p se va inmulti cu (k(c¢ — 1) —i)/(kc — 7). Raspunsul
final va fi ¢(1 — p).
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Problema 4. Two Round Dances

Trebuie s& formam doud hore a cite n/2 persoane. Pentru a nu scddea mai
tarziu configuratii numarate de mai multe ori, vom gandi asa: Fie x o persoana

arbitrard dintre cele n. In cate moduri putem alege colegii de hora ai lui z? In
Cn/271.

n—1

Urmeaza si permutam persoanele din fiecare hora. Din nou, vorbind de un
cerc, ar fi bine sa-i fixdm Inceputul — fie acesta . Observam ca ordinea celor
doi vecini ai lui  nu conteazi. De exemplu, horele (z,y, z,t) si (z,t, z,y) sunt
una si aceeasi, caci daca permutam circular a doua hora cu o pozitie la stanga
o obtinem pe prima in oglinda.

Vecinii lui « pot fi alesi in 0721 /2-1 moduri. Prin urmare, numéarul de per-
mutari ale unei hore este 03/2—1(”/2 —3)! = (n/2 — 1)!/2. Asadar, raspunsul

final al problemei este C"/27!((n/2 — 1)1/2)2.

n

Mediu

Problema 5. Matriceb

Observam ca, daca fixam primele m — 1 elemente de pe o anumita linie,
atunci al m-lea va fi unic determinat modulo k. Mai precis, daca notam cu

l; = ain+a;2+ - + ajm—1, atunci obtinem ci a;, = —I; (mod k). La fel
si pentru coloane — fie ¢; sumele corespunzatoare. Adunénd relatiile de forma
aim = —l; (mod k), precum si pe cele de forma a,; = —¢; (mod k), obtinem

Alm +02m + -+ Ap—1m = —(l14+la+ -+ 1,-1) (modk)
ap1+an2+- -+ anm-1=—(c1+c2+ -+ cm_1) (modk).

Dar, cele doua sume din dreapta sunt egale, deoarece insumeaza aceleasi ele-
mente din matrice. Prin urmare, si sumele din stanga, sa le notam s, si re-
spectiv s;, sunt egale. Ei bine, pentru a satisface coloana m, elementul a,,, ar
trebui sa fie egal cu —s. mod k, iar pentru a satisface linia n, ar trebui sa avem
Unm = —s;mod k. Dar tocmai am aratat ca s; = s.. In concluzie, oricum am
alege elementele din submatricea cu coltul stanga-sus in (1, 1) si coltul dreapta-
jos in (n — 1,m — 1), toate elementele de pe ultima linie si ultima coloana,
inclusiv ay,,, vor fi unic determinate modulo k. De aici, formula finala poate fi
gasita usor.

Problema 6. Sirul2

Grupand termenii sirului dupa valoarea lor, prima cerinta se reduce la Stars
and Bars. Pentru a doua cerinta, folosim programare dinamica astfel: Notam cu
dp[i] numarul de siruri corecte de lungime ¢. Nici nu este nevoie de un parametru
pentru numarul de repetari ale ultimei valori! Intai numirim sirurile formate
adaugand un nou element la cele de lungime ¢ — 1. Daca acestea se termina in
x, noul element poate fi x sau x + 1, deci numérul de siruri este 2 - dp[i — 1].
Dintre acestea, trebuie sa le dam la o parte pe cele in care ultimul element se

11


https://codeforces.com/contest/1433/problem/E
https://www.infoarena.ro/problema/matrice5
https://www.infoarena.ro/problema/sirul2

repetd de r + 1 ori. Numérul lor este dat de dp[i — (r + 1)], aceste siruri fiind
formate adaugind la cele de lungime ¢ — (r + 1) un nou termen, repetat de r +1
ori. Asadar, recurenta finala este dp[i] = 2 - dp[i — 1] — dp[i —r — 1].

Problema 7. New Year and Permutation

Ideea de retinut din aceasta problema este ca, in loc sa numaram secventele
respective pentru fiecare permutare in parte, putem numara pentru fiecare
secventa care este numarul de permutari in care apare. Pentru o lungime fixata
k, elementele secventei pot fi alese in n — k + 1 moduri, caci trebuie sa formeze
un segment compact peste (1,2,...,n). Acum ci am fixat continutul secventei,
mai riméne si permutdm atit elementele din secventd (in k! moduri), cat si
pe cele din exteriorul ei (in (n — k)! moduri). Raspunsul se obtine insuméand
(n —k+1)!- k! pentru fiecare k de la 1 la n.

Dificil
Problema 8. Kperms

Not&m cu dp[n|[k] numéarul de permutéri ale multimii {1,2,...,n} ce contin
k grupe. Gandim intr-un mod similar cu cel de la numerele lui Stirling. Avem
deja o permutare de ordin n ce contine k grupe. Ce putem obtine inserand
numarul n + 1 in aceasta permutare?

Ei bine, daca n 4 1 este inserat imediat inaintea primului element al uneia
dintre cele k grupe, observam ca numarul acestora nu se modifica. insé, daca
il inseram pe oricare alta pozitie, vom crea o noua grupa, care incepe cu n +
1. Aceste observatii se bazeaza pe faptul cd n + 1 este mai mare decat toate
elementele din permutarea initiala, deci ordinea in care am ales sa le inseram a
fost esentiald. Obtinem recurenta dp[n][k] = (n—k+ 1) -dpln — 1]k — 1]+ k-
dp[n — 1][k].

Problema 9. Permutari

De data aceasta ar fi foarte complicat sa gandim ca la numerele lui Stirling,
insa putem gandi ca la numarul de partitii ale unui numéar natural. Astfel,
orice permutare de ordin n poate fi obtinuta pornind de la una de ordin n — 1,
incrementand fiecare element si inserdndu-1 pe 1 undeva in noua permutare.
Observam ca acest 1 poate fi un nou maxim doar daca este inserat pe prima
pozitie. Asadar, recurenta este dp[n|[k] = dp[n—1][k — 1]+ (n—1) - dp[n — 1][£].
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Problema 10. Gard2

Not&dm cu dp[r][z] numéarul de moduri de a plasa n muncitori (atentie, nu
am spus care n — de exemplu, primii n) in x ture. Iterdm cu m € {1,2,...,n—
(z — 1)} numarul de muncitori din tura z. La fiecare pas, adunam la dp[n][z]
valoarea C!™ - dp[n — m|[z — 1], pentru c&, dupi ce alegem acei muncitori intr-
unul dintre cele C;”* moduri posibile, mai ramane sa plasdm in x — 1 ture restul
de n — m muncitori. Raspunsul va fi dp[n][1] + dp[n][2] + - - - + dp[n][n].

Problema 11. Pairs

Folosim principiul includerii si excluderii exact cum am prezentat in curs.
Doar ca aici numarul de numere divizibile cu o anumita valoare nu mai este la
fel de usor de aflat. Pentru fiecare element pi*ps? - - - pi* va trebui sa generam
fiecare submultime a lui {p1,pa,...,pr} si sa lucram cu produsul numerelor din
acea submultime. Mai precis, sa incrementam sau sa decrementam elementul
de pe pozitia respectiva dintr-un vector de frecventa.

Problema 12. 100m

Partitiondnd multimea {1,2,...,n} in k submultimi, obtinem k grupe de
concurenti care ajung la finish in acelasi timp. Ins#, trebuie s asociem sio
ordine acestor timpi, lucru care se poate face in k! moduri. Raspunsul final se
obtine insuméand S(n, k) - k! pentru fiecare k de la 1 la n.
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